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PRIMARITE DE L*(,), 1 <p, r <o

BY
M. CAPON

ABSTRACT
In this article we show that if 1 <p, r <o, the space L?(l,) is primary. If we let
(h,) be the Haar system in L? and (¢;) the usual base of /,, we give sufficient
conditions on a subsequence of (h, ®e)iz1.:z: fOr it to generate a space
isomorphic to L?(l). We deduce the primarity of L?(l).

Intreduction

Rappelons qu’un espace de Banach X est primaire si pour toute projection
continue P de X dans lui-méme, I'un des deux espaces PX ou (I — P) (X) est
isomorphe a X.

Ce travail généralise un résultat de Gamlen et Gaudet [2] qui ont montré
qu’une sous-suite de la base de Haar dans L*, 1 <p <, engendre un espace
isomorphe 4 [, ou a L?. Nous utilisons ensuite une technique analogue a celle de
Alspach, Enflo et Odell [1] pour montrer que L”(l,) est primaire pour 1 <p <
et 1<r <, Dans toute la suite (h )= désignera la base de Haar de L°,
c’est-a-dire la suite définie par

h,=1,

honi = H[(zk—z)/z"“(zk-:)/z"”[ - H[(Zk—])/’Z"”lk/Z"[ n=012--- k=12.--2"

La base canonique de I, sera notée (e;);z1.
Si (x.).z: est une suite basique dans un Banach X, alors x» désigne la suite
biorthogonale, c’est-a-dire les éléments de [(x,)]* qui vérifient

X 0(%) = 8.

En utilisant le théoréme de Hahn Banach on peut supposer que x7 est un
élément de X*.

Enfin si h est une fonction définie sur [0, 1], S(h) désigne le support de h,
c’est-a-dire S(h)={t/h(t) # 0}.
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I. Etude des sous suites de la base de L”(l)

Dans toute cette partie p et r sont fixés. La suite (h & € )x=1.:=1 dans L7(l,)
engendre un espace dense dans L?([).

Le symbole A =~ B signifie que le rapport des quantités A et B est majoré et
minoré par des constantes qui ne dépendent que de p et r.

LemMe 1.0. La suite (h X €:)i=1 =1 est une base inconditionnelle de L”(l,).

DEMONSTRATION.  Nous démontrerons d’abord que si (x« ) est une suite dans I,
alors la suite (h. Q) x.) est inconditionnelle dans L”(} ). D’aprés la remarque
faite par Pisier en [3], il suffit de le montrer pour p = r. Posons alors x, = ; Aue;

;’(1,)=J zx ; Auih (t)"dt

DI

=Zf 2;; )\k,-hk(t)"dt

sz gtAkihk(t),'dt

r

=“§k:thk & xi

L7(,)

Considérons mainténant la suite (h, ®e;) dans L?(l) et des scalaires a,
presque tous nuls. Nous allons montrer que A = |2, , ahe @ ¢ || ne dépend que
du carré des coefficients ai; ; ceci montrera I'inconditionnalité

a=|

D’apres la remarque du début on a, si & (. ) désigne la suite de Rademacher

-]

Fixons maintenant ¢ et utilisons les inégalités de Kahane [4]

o

donc

'2 B (1) & xi

P
dt 0':1 X = 2 Oi€;.
I H

S he (e () @ 2| dudt.

S b (e @)@ ’ du)p/'

Zdu = (f “2 hi (e (u) @

du.

Er=3 [ |2 ah e

On utilise alors les inégalités de Khintchine et on obtient
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r/2
Er=~Y (g aiihi(t))

donc

AP ~ f Edt = [ (2 (g aiihi(t))”z) " C.QFE.D.

Lemme 1.1, Soit (di) une suite de fonctions de L telle que la suite (di.&) e:)
soit basique inconditionnelle, alors

T f (2(2 aiidiz(t))'/z)p/'dt.

LPQ,) P

; ak,id ;( ® €;

En particulier si deux suites di de d|' vérifient les hypothéses et en outre
|di|=|di]|, alors les suites (di®e:) et (di'Q e:) sont équivalentes.

DEMONSTRATION. Posons A = ||2,; audi @ e [[ir),

A=”|§ ad i) ® e, ';d:.

Désignons par & (.) la suite de Rademacher. Comme la suite est incondition-
nelle on a

A~ f f Ilkz e (1)U D e :dtdu.

Fixons ¢ et intégrons par rapport 2 u; on peut en utilisant les inégalités de
Kahane [4], écrire

so- ]

P n

du ~ (f "2 e (WAL Re:
1, ki
r p/r

du) .
On applique maintenant les inégalités de Khintchine et on obtient

so~{5 (gt

i

3 awer (Wi De, , du)p",

S(t)= (f Z , 2 e (u)d ()

A~ j (2 (2 ai,-df(z)) 'lz)p/'dt. C.QFD.

CoRrOLLAIRE 1.2. Si deux suites di et di' sont dans L™ et telles que
(@) {di®e} et {di'Q e} sont des suites inconditionnelles,
() |dii(t)| = A | di(t)| sauf sur un ensemble de mesure &, et
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Ek e([dille=lldi ||+ [ dille=ll i) + 11— Aullldilllldi’ | < 1

alors les suites basiques considérées sont équivalentes dans L*(l.).

DEMONSTRATION.  Supposons d’abord A, =1 et posons

Ey ={t/|di(t)] = |di(t)[}.
Ona
[di® e — dillg, Qe ll=|dillc~£i.

D’aprés I'hypothése (b) on a
2 ldi@e - dille, Qe |ldI @] <1.

Les suites {di @ e} et {di I, ® e} sont donc équivalentes. De méme les suites
{diRe} et {di'Tlg, R e} sont équivalentes, donc en appliquant le lemme 1.1
aux suites {di g, Q e} et {di'Tlg, ® e} on en déduit le corollaire dans ce cas. Si
A # 1, posons zi = Audi, alors z; = (1/A.)di . Les suites (zi @ e;) et (di' Q&)
sont équivalentes car

; elllzille-l 2] = kE el dilc-ldi ]
On peut donc appliquer la premiére partie de la démonstration. D’autre part:
lzi®e — di®eif| =1~ A]||di]l. Donc

3 ls4®e - di@elldi @etl<1

d’aprés (b). On peut conclure que les suites {zi®e} et {diRe} sont
équivalentes, ce qui achéve la démonstration.

Nous allons maintenant étudier I’espace engendré par une sous-suite
(h @ é€:)i=1 ee. Etant donnée une partie ®; de N nous poserons

®, = {r €0, 1)/h (t) # 0 pour une infinité de k dans ®,}.

THEOREME 1.3. L’espace engendré par la suite (h, @ e.)i=1vco, est isomorphe
a L?(l) si 'une des deux hypothéses suivantes est réalisée.

(1) I existe une partie infinie M de N telle que (. &, soit de mesure positive.

(2) Pour toute partie infinie M de N, Micne B est de mesure nulle.

DEeEMONSTRATION. Nous allons d’abord nous placer dans I'’hypothése (1).
Posons Z =[h Qéei]izi.kes, d’aprés la méthode de décomposition de
Pekczynski il suffit de montrer que Z contient un sous-espace complémenté
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isomorphe L”(l,), on peut donc supposer M = N et choisir un compact K de
mesure positive dans (V;en®,.

Nous allons énoncer plusieurs lemmes qui donnent des conditions suffisantes
pour qu’une suite de L?(l,) engendre un sous-espace complémenté isomorphe &
L*(l) et nous construirons une suite dans Z qui vérifie ces conditions.

LemMmE 1.4. Soit (di)c=:1 une suite de fonctions de K dans {—1,1,0}. On
suppose qu’il existe deux constantes positives K, et K, telles que

(@) di=1l, |d;|=Tlk, K, = p(K)=K..

(b) Si pour n=0,1,2,---, m=1,2,---,2" on pose

Dn,2m-1 = S(d;—"-f-m) et Dn,2m = S(d;"+m)

alors D2 1 UD, 3, =D, et K;,=2""u (D, ;)= K..
Alors la suite {d. Qe:} est équivalente a {h R e} et I’espace U, qu’elle
engendre est identique a L* (K, A, 1) ot oA est la o-algébre engendrée par les D, ;.

En effet L?(K, o, I) est engendré par les fonctions (d: @ e:) et (di Qe). En
utilisant ’hypothése (b) on voit facilement que 'opérateur T de L?(l) dans U,,
défini par T(h. @ e)= di ® e: est un isomorphisme d’espace réticulé de L*(l,)
sur U,. L’espace U,, contenu dans L? (K, , I), réticulé et contenant toutes les
fonctions (d. ) e;) est doncidentique 3 L*(K, &, ). C.QF.D.

REMARQUE. 5 s’identifie 2 L(K, «, 1) et 'injection de U?¥ dans L%(l,) est
une isométrie.

Soit maintenant U, lespace engendré par [di & e:]k=2.=:. En utilisant
Pisomorphisme T on voit que U, est isomorphe au sous-espace de L?(l) formé
des fonctions d’intégrales nulles. Il est facile de démontrer que ce dernier est
isomorphe & L*(l). Si (d%) désigne la suite biorthogonale de (ds), il est clair que
la restriction & U, de (d% & e *);z: est la suite biorthogonale de (di @ €:)iz1.122 €t
engendre donc U?. On a donc une injection canonique de Ut dans U3 définie
par

di®eNul=diQer.

Soit 7 la projection naturelle de U, sur U,, qui est continue car la base de U, est
inconditionnelle. Comme pour tout fonction f de U, f — 7 (f) est orthogonale a
(dt ® e ‘i‘)kaz,i;l- On a

(m*o; )= e, 7f) = {jo, 7f) = (jo, f).
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Donc
T* =]
Ce qui montre que j est continue car 7 Dest.

Ces deux remarques nous montrent que si ¢ = 2z 2= o (dE ® e) alors

Horllor =l oo

NotaTtion. Nous appellerons suite bloc (b, ) une suite bloc de la base de Haar
de la forme suivante
bk = E hj, aved gy N a = @ et hl'h,' = O
j€oy
si i et j sont dans o et i#j.
Si on pose h¥ = b./u(S(b.)), cela définit une suite de fonctions dans L =

(L*)* et la restriction de ces formes linéaires a I'’espace engendré par les (b, ) est
la suite biorthogonale a (b ).

LemMme L5, K, et K, étant donnés, il existe des nombres (& ) =2 positifs tels que
si (b )=z est une suite bloc de la base de Haar qui vérifie

(a) la suite (di).=1 définie par d, =1l et d,= b Ilx pour k =2, vérifie les
hypothéses du lemme 1.4 avec les constantes K, et K;

(b) b (t) = di(t) sauf sur un ensemble de mesure &,.
Alors les suites (3R e*)iz1xz2 €t (di /1 (Sdi ) Q €%)iz1.422 SONt équivalentes dans
LA(l).

DEMONSTRATION.  Posons £, = di/u (S(dy)). On sait que la suite (d ¥ Q e ) est
inconditionnelle dans U?%, donc aussi dans L%(L) car U¥ se plonge
isométriquement dans L?(L). Soit a la constante d’inconditionnalité. di est un
élément de L?(K, &f) donc

{k = 121 Aud?
avece
f d.(1)d (t) dt.
w(Sdy)
On a

Pour k#1 on a

At {(di—b,de — b))+ {b,d — b)+{b,d — bl)]-

.
n(S(d.))
On voit facilement que |Aw | = 3inf(es, £/)/u (S(dy)) donc
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I - atl= | 5 (- uyas

g;—é’m Z inf (., &) [ d%].

On peut choisir par récurrence des nombres ¢, =1>¢,>--- tels que

1 - i) <142l

= 2ka .
Ce choix est possible et ne dépend que de K, et K; car ||d%| et #(S(dv)) sont
évalués en fonction de K, et K. Si (x¥)i=2 est une suite de I on pose

¢=éﬁ®ﬂ et Y= LDxt

k=2

alors
wr=elel
1=

et par conséquent

o~ wlonr= 3 Ll <Ly,

k=2

On a donc

lel=lwl.

Ceci démontre I’équivalence des deux suites. C.QFD.
REMARQUE. Ce lemme exprime que les (di) sont presque orthogonales.

LemMme 1.6. Soient K, et K; fixés et (bi)i=2 une suite comme au lemme 1.5. Il
existe des nombres positifs (&x:)iz1.x=2 tels que si (bi)iz1,x=2 est une famille de suites
bloc de la base de Haar telles que | bi(t)| = | di (t)| sauf sur un ensemble de mesure
£x., alors Vespace Z, = [bi. R e:)iz1.x=2 est isomorphe a L?(l) et complémenté.

DEMONSTRATION.  On va d’abord montrer que les suites (b @ e:) et (de Q&)
sont équivalentes. On impose d’abord &, assez petit pour que

% 1 (S(d)) = p(S(bi)) =2 (Sdy).

On montre facilement que, si k =2"+m:

2in+lip il
e o ldif =

”b;:”L“ = =27;,.
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Comme [{dy ||l.=||bill-= 1, on peut appliquer le corollaire 1.2 et si on a

2 Z e(||bi difa)<1,

alors les espaces Z; et U, ont des bases équivalentes et sont donc isomorphes. La
remarque qui suit le lemme 1.4 montre que Z, est isomorphe a L?(l).

L’espace Z'T est engendré par les restrictions a Z, des formes linéaires définies
par (bi’ ® €*)iz1x=2. Nous allons montrer que I'injection canonique de Z*% dans
L4(L) est continue. La transposée de cette injection nous donnera une projec-
tion continue de L?(l) sur Z,.

Pour cela, nous allons montrer que les suites (bi ®e*) et (df @ e*) sont
equivalentes dans L?(J). On sait déja d’aprés le lemme 1.5 que (d} @ e?) est
équivalente a ({ Qe¥), ot & = di/n(Sdy). Cette derniére suite est donc
basique inconditionnelle dans L?(l,). D’autre part by’ = bi/u (Sb}), donc la suite
(bi’ ® e*) est une suite bloc de la base de L%(l,) et est donc aussi incondition-
neele. On a |bi (t)| = Au| & (¢)| sauf sur un ensemble de mesure &,; avec

_u(S(d) 28, 2
M= LSBy) dome =l = reay = o

On peut choisir €. de facon que

2 2 ex (b -l bill+ -l g ||)+E 1=l <1,

alors d’aprés le corollaire 1.2, on a I’équivalence des deux suites (b} Qe*) et
(& ®et) dans L(L).
On en déduit I'équivalence de (bi Qe?*) et (dt®e?*). Soit

n =E Z akibf®e’:‘,

izl k=2

e=> > adiQet,

izl k=2
on a

”‘P ”L"(l,) = ” n Ilua,)-

Mais d’aprés la premiére partie de la démonstration les suites (bi®e:) et
(dx @ e:) sont équivalentes don¢

I llz: =l ;-

Enfin nous avons vu dans la remarque qui suit le lemme 1.4 que

e loi= ¢ lya-
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On en déduit alors
I ey =l ;-

Ceci nous montre que I'injection de Z % dans L *(l;) est continue. C.Q.F.D.

Nous fixons K;=2u(K) et K,= u(K)/2. Nous allons construire une suite
(b )iz1 qui vérifient les conditions du lemme L.5 pour ces valeurs de K, et K.
Pour chaque i nous construirons alors une suite (bi)cz2, bloc de (k;);ce, qui
vérifie les conditions du lemme 1.6. En appliquant ce lemme nous aurons donc
montré qu’il existe dans Z,; un sous-espace complémenté isomorphe a L?(l.).

Construction de (bi)izz €t (bi)xzz.i21

Premiére étape: i = 1. Nous allons construire (b:) et (b ). Pour chaque ¢ dans
K on peut construire une suite strictement croissante n,(f)<n,(1)<:---<
n;(t)<--- telle que n;(t) =k si k est le j-ieme indice dans ®, tel que h, (¢) # 0.
Soit ¢ = {n; (t)/t € K}. On voit facilement que ;N ;= Jsi i # j. On considere
une sous-suite ¢, et ¢ telle que {hi}ic,, soit une famille maximale a support
disjoint dans {hy }x<y;. Pour tout i, dans ¢, on définit de méme ¢ ;, sous-suite de
¥, telle que {hc}cey,, soit une famille maximale & support disjoint dans
{he/k € ¢}, S(h) C S(hy)}. On pose .= U, cy, ¢, On définit ainsi des famil-
les disjointes ., telles que pour i € i, il existe j € ., tel que S(h,)C S(h;).
Posons K, = U<, S(hk)), il est facile de voir que (K, = K. Si on se donne une
suite de nombres (8..1).=0 positifs, on peut extraire une sous-suite I(n) telle que

M (K,(n)\K) < 8,.,1 .
Posons alors

b2= 2 hi'

i€

Supposons définis les b, pour k =2", on posera alors

bz"+(2m—1) = 2 hi,
tn)

k€Y
S(he)CS(Bn Ly m)
boriom= 2 h;.

kEdy(n)
S(h)CS(b271em)

11 faut montrer que la suite d,=1IIx et d. =Ilx - b pour k =2 vérifie les
conditions du lemme 1.5.

Un calcul tout 2 fait analogue a celui de Gamlen et Gaudet [2], montre que les
conditions de ce lemme sont réalisées avec K, =2u (K) et K, = u(K)/2 pourvu
que la suite (8, 1).=0 S0it bien choisie.
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2éme étape: Construction de bi. Si on impose 8, < e Vk=2"+1,---,2"""
alors on peut poser b, = b,.

Fixons i > 1. On peut alors définir comme précédemment une suite (¥,) de
sous-suites de @, et si K, = U,cy, S(k;), on aura de méme MK, = K.

Donnons-nous, pour i fixé, une suite §,; > 0. On peut extraire une suite I(n)
telle que u (Ki)\ K) < 8... On posera alors

i
S(hCS(8,)

11 est facile de voir que ’on obtient ainsi une suite bloc de (#;);ce,. Nous allons
montrer que si la suite /(n) est bien choisie, alors on a |bi(t)| = |di (¢)]| sauf sur
un ensemble de mesure &. Comme S(bi)C S(b:), il est clair que |bi(t)|=
| b (¢)| sauf sur S(b.)\S(b:).

Considérons une somme finie b, de la somme définissant b,, telle que
S(B)C S(b) et u(S(b)\S(b))<b.: pour k =2"+m. Je choisis alors I(n)
assez grand pour que I’on ait la propriété suivante: si j € ¥, et S(h;) rencontre
S(b.), alors S(h;)C S(b:) et ceci pour tout k =2" +1,2" +2,--- 2"*",

Il est clair alors que K NS(h)C S(bi) C S(b:), donc pour t € K on aura
|bi(t)| # |di (t)| seulement si € S(b.)\S(h), et pour t€ K on aura
[bi(t)| # | di (t)] seulement si t € S(bi)\ K. La réunion de ces deux ensembles est
de mesure inférieure a 28,;. Il suffit donc de choisir 25,; < &,;.

La construction est donc possible et ceci achéve la démonstration du théoréme
1.3 dans I'hypotheése (1).

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3 DANs L'HYPOTHESE (2). Nous gardons les
mémes notations et supposons maintenant que pour toute partie infinie M de N
on a

N &=z ps.

ieEM
Donc pour tout entier k, U,z ®; = [0, 1] p.s. On peut construire une suite (P, )
d’entiers telle que si B, = U.-p 1 ®, alors u(B,)>1~ 1/4". Fixons n et posons

=&, /Upn<,»<.-<i>,-, i=P,+1,---, P... Les B, sont deux-a-deux disjoints et

U,:}‘ +1Bx =B, On peut donc trouver des compacts C,; C B,; tels que
C,= U.:? +1 G, soit de mesure > 1 —1/4", Pour n fixé, la famille des compacts
C.: est finie et disjointe, donc leur distance respective est minorée par un
nombre &, > 0. Posons alors pour P, <i=P,.::

={k € ®,/S(h.) recontre C,; et u(S(h.)) < &./2}.
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1l est clair que &, D C,; et de plus si k € ¥}, [ € P} alors
S(ho)NS(h)=0.

Posons alors ¥, = U:’;;‘m‘b?. Nous allons montrer que Z contient un sous-
espace complémenté isomorphe a I'espace Y =[h, @ e.]uz1.cev,. Comme ¥,
contient C, et que u((,C,)>0 on sait que Y est isomorphe a L*(l,). Le
théoreme sera donc démontré. Considérons Z, = [h & € ]ien,xea; = [Ex]nen, Ol
E, =[h @ ei]p,<isp,. xeo,- Or il est facile de voir que si f, est dans E, on a

IS ro) -(Simor)”
D’autre part, on a

IOl =1(f () )l o0 L= el it +ef

Z, est donc isométrique a I'espace engendré par les fonctions de la forme
{f. (), L) Ren, ol f, € E,. Mais pour n fixé:

()& f.EE)=[h/k EV,]

Donc Z, est isométrique & Y. On sait que Z, est complémenté dans L”(l,) car
c’est un espace engendré par une sous-suite de la base.
Ceci achéve la démonstration du théoreme 1.3.

II. Primarité de L*(l)

Nous allons utiliser une méthode semblable celle de [1] pour démontrer que
L? est primaire.

ProposiTioN 11.1. Les espaces L?(l,) et L*((@ l,),) sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Le premier est isométrique a un sous-espace complémenté
du second, il nous suffit de montrer que le second est isomorphe 3 un sous-espace
complémenté de L?([0,1)%1). Soit FE L*(B L)), F = (Fa)azy, FA(t)E L et
F.()=(F"()kz:. On a

1E1 = [ IF@ P,

- (5 (30) ) o
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Considérons I'opérateur T :L?((®L),)— L”([0,1]% ) défini par

(’IF)(I’ u) = (g" (t’ u))nzl
avec

gn(bu)=2 f()ec (),

£ (.) désigne la k-iéme fonction de Rademacher. On a

1T = [ [ 1P W)l drc
Posons

@i (1) = (filt))nzs

alors
TF(t,u)= g @ (t)en (u).

D’aprés les inégalités de Kahane on a

[15 e 0nf o= ([ ]S erm

[4 pir
du) .
L

”TF”"“J dt[f}ﬂ:,;fi")(t)sk(u) 'du]ph.

En utilisant maintenant les inégalités de Khintchine on a

i7e ~ [ (2 (S reer)”) " ar= e,

n

On en tire

T est donc un isomorphisme sur son image qui est I'espace Z engendré par les
fonctions de la forme ¢, (1) ® & () ol ¢, est a valeurs dans [, et g, la k-iéme
fonction de Rademacher. Il reste & montrer que cet espace est complémenté
dans L*([0, 1%, I.). On définit un opérateur de L?([0, 1)%, I,) dans Z en posant

Q) u)= 2 @) e (e (u)

<ﬂk%&b»=fﬂ@n&@w&

Il faut montrer que Q est une projection bornée sur Z. Il est facile de voir que
Q,z = id;z car si
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f(t u) = pu(t)e(u),
(4, ) € (- ) = 8i iopi(2)-

D’autre part

Of(tu)= T ¢ (e )

@ (1) = (@ 2(t)nz1,

‘p:(t) = (f"(ty . ), €k ( : )>
D’aprés le calcul fait dans la premiére partie de la démonstration, on a

hor = [ (S (S orer) )" a

Désignons par P la projection orthogonale sur la suite de Rademacher. Pour
tout ¢ fixé on a

1B o= [ S ot
Or on sait que
WPF™(t, == | PF (1, - = KN (8 )lers

puisque cette projection est bornée dans L', si r > 1. On a donc
r2
(2 erer) =k [ 11 Gwrau
k

"qupéK'f d’[in?f lf"(t,u)rdu]"”

pir

<K’ j dt [ f ||f(:,u)||;,du]
Supposons p =r alors | |- =[] [l.» donc

lorp =k [ at [ 15wl = K5l

Pour tout p = r nous avons montré que Z est complémenté dans L*([0,1)?, 1) et
par conséquent la proposition est vraie pour p = r > 1. En passant aux duaux, on
voit qu’elle est vraie pour 1<p =r.
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ProposiTiON 11.2. La base naturelle (h, Qe}) de L*((PL),) est une base
inconditionnelle.

LemMe I1.3.  Soit x, €E(B L), telle que Z, h. Q x:. converge, alors cette série
converge inconditionnellement.

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque faite par Pisier [3], il suffit de le
démontrer lorsque p = r. Posons

Xk = 2 (Z )‘l‘ike;) s

ol (e});=1 est la base de L.

On a
P 2\ p2
’l 2 hk (t)-xk = 2 < ( A,‘jkhk (t)) ) .
k (Bl2)y i 7 M
Soit
P
AF = J' "2 he ()xi || dt.
k
On utilise les inégalités de Khintchine:
14
A? zJ' ZI E Achi (g (u)| dtdu
i ik

4
dtdu,

<3 [[]2 mogat

gea ()= 2 Ayt ().
1
Mais la base de Haar est inconditionnelle et par conséquent

A”zzif J"Z * hy (£)gui (1)

14
dtdu,

P

AP = C.QF.D.

’Zthk & xi

DEMONSTRATION DE LA ProrosiTioN. Nous allons donner une expression
€quivalente de la norme A qui montrera qu’elle ne dépend que du carré de A,

a= |

P

dat.
@),

; i (8) %
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D’aprés le lemme I1.3 on a

AP =~ f f ”2 ex (U)he ()%

Fixons maintenant ¢, si on applique les inégalités de Kahane on a

4 r pir
e -] u

E'"” zf z. (2‘: (2 e (u)hy (t))t.-,-k)z) " du.

On utilise & nouveau les inégalités de Khintchine

er=[[3

Il est alors facile de vérifier que

ri2
B =3 (S auhie)
ik

4
dtdu.

§kj & ()i ()%, 2 e (u)hi ()%

> & (s)ew (@) (| duds.

b

i

donc

AP ~ f [2 (2 Af,.khi(t))”z]p"dt. C.QED.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme principal.
THEOREME 11.4. L’espace L”(l,) est primaire si p et r €]1, + o[ .

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition II.1 il suffit de montrer que si P
est une projection de LP((L),)=Y, alors 'un des deux espaces PY ou
(I - P)(Y) contient un sous-espace complémenté isomorphe a L?(l).

Nous considérons la base naturelle de Y

hii=h.Qe; ouej=(0,0,--¢,0,--),

le vecteur e; étant écrit a la i-iéme place.
(h)* désigne la suite biorthogonale et P une projection de Y. Posons

®. =1k /|[{hY, PR _Z_l our une infinité d’indices j{ ,
5P j

v, = {k /[, (I = P)hiy| = 5 pour une infinité d’indices i} .

N[

¢, U, =[0,1] pour tout i. Deux cas peuvent alors se produire:
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— ou bien l'une des deux suites (®;) ou (¥;) vérifient I'hypothése (1) du
théoréme 1.2;

— ou bien ni I'une, ni autre ne la vérifie, mais alors (®;) vérifie ’hypothése
(2) car cc V..
Supposons donc que (®;) vérifie 'une des hypothéses du théoreme 1.3. Soit
QO ={k,i/i €N, k € d®;}; cet ensemble est en bijection avec N. Comme d’autre
part pour tout i et k fixés, h}’ tend vers 0 faiblement, on peut construire des
indices (j(k, i))x.nen deux-a-deux distincts et tels que

(1% [(hi“D PRI“D) = V(k,i)EQ.

1

2
(2°) 1l existe des blocs yi; de la base tels que
o 5

1P = yull < g

ol & est un nombre fixé.

On peut alors appliquer le lemme 1 de [1] si 8 a été choisi assez petit et on en
conclut:

(1°) La suite {Ph7*"}uien est équivalente a {h*"}qien.

(2°) L’espace qu’elle engendre est complémenté dans L?(( L)y ).
11 nous suffit donc de montrer que I'espace engendré par la suite {h;/“"} yen est
isomorphe a L*?(l). Soit

A= 2 Awihi ®e;(k,i)y

(k.iyen

3 (33 mm0))"

P kEB,,;

llage)

ot By ={k/j(k,i)=n}.
Par construction B,; a au plus un élément et on a donc
2
(3 b)) = 3 azmio),
kEB,; kEB,;
r/2

1AOF =3 (S ALhie))

Iak = [ 1awpa= [ [2 (S 2hio) "] a

Le lemme 1.1 nous montre que la‘suite est équivalente 2 la suite {h, @ € }ien.xeo,
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dans L?(l). Comme (&;) vérifie les hypothéses du théoréme 1.3, I'espace
engendré est bien isomorphe a L?(l,). Ceci achéve la démonstration.

IMI. Primarité de (L") pour p=1letr>1

Dans ce paragraphe nous démontrerons que les espaces I, (L") sont primaires
pour 1 =p < + et r>1, et aussi I'espace co(L"). Si (h) est la base de Haar de
L, alors la suite hi = (0,0, --,0, h,0,---), ot h, est écrit a la i-eéme place, est
une base inconditionnelle de Y = [,(L"). Cela résulte immédiatement du fait
que la suite (h:) est une base inconditionnelle de L™ et de la définition de la
norme de Y.

Nous allons d’abord étudier I’espace engendré par une sous-suite de la base,
(hi)ien,kes,. Nous gardons les mémes notations qu’aux paragraphes précédents.

ProrosiTioN I11.1.  S’il existe ¢ >0, et une partie infinie I de N telle que
w(®:) = € pour tout i dans I, alors I’espace engendré par la sous-suite (hi)iex.xee,
est isomorphe a I,(L").

DEMONSTRATION.  Si on désigne par Z cet espace, il est complémenté dans Y
et en utilisant la méthode de décomposition de Pekczynski, il suffit de montrer
que Z contient un sous-espace complémenté isomorphe a [, (L"). On peut donc
supposer que I =N.

Si on regarde la démonstration de [2] on voit que pour chaque i il existe un
isomorphisme entre L" et ’espace engendré par la suite (hi )ceo, €t €n outre on
peut construire un isomorphisme T; tel que || T; ||| T7"|| ne dépend que de u (d:).

Supposons donc construit une telle famille d’isomorphismes avec

IT[=e(e) et [T]=1.
On définit alors un opérateur de [, (L") sur Z en posant

Tf = (Tifi)ieN sl f= (fi)iENs
177l = SITAE-=SITPIEIS S Ik = 11,
ITf=IIfll.

On démontre de méme que

17712 s -
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I1 est facile de voir que I'image de T est Z tout entier, donc Z est isomorphe a
L(L").

THeorEME 111.2. Les espaces co{L.") et I, (L") sont primaires, pour 1 <r < +
et 1=sp <>,

DeEmonsTRATION. Comme L' est isomorphe & L'(l;) pour r>1, on a un
isomorphisme entre I, (L") et I, (L"(l,)). Je fais la démonstration dans le cas de I,.
Elle serait analogue pour co(L"). Soit Y = I,(L"(l.)) et P une projection de Y
dans lui-méme. Il suffit de montrer que PY ot (I —P)(Y) contient un
sous-espace complémenté isomorphe a [, (L"). Soit (k. ) la base naturellede Y

hL'jz(O,"',O,hk ®ei’07'. '),

ou h, Qe est écrit a la i-éme place.
Pour tout i posons

d, = {k EN/|(hi, Phip|= % pour une infinité de j} )
¥, = {k EN/|(hi, (I — P)hip| = % pour une infinité de j} .

Pour chaque i, on a®, U¥, = N. On en déduit facilement que &, U¥, =[0,1] et
par conséquent on peut supposer qu’il existe une partie infinie I de N telle que
p(d.) =4 pour tout i dans I. Sur 'ensemble d’indices Q = {(k,i))i€e Lk € ®;}
on peut mettre un ordre, et en utilisant le fait lim;_,.. hi;= 0 on peut construire
par récurrence des indices (j(k, i))xyen, deux-a-deux distincts tels que

(D) Khiwns Phigen| Z3.

(2) 11 existe une suite bloc ($«,) telle que

| PRy — Fua Il < 812"
Si 8 est assez petit on peut appliquer le lemme 1 de Alspach, Enflo et Odell [1];
on en déduit que PY contient un sous-espace complémenté isomorphe a I'espace
engendré par la Suite (h ;c,i(k.i))(k,i)en. Or

=3

2 i joy

k.HEQ

2 o ® ei(k,o,

14
L'(ly)

Sl (2(Z am)) e

in

ou Bi, ={k/j(k,i)= n}.
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Par construction B;, contient au plus un indice, donc I'expression A ci-dessus
s’écrit encore

2= 5[] (2.3 awi0) "a]”
=> U ( > aiihi(t))'/z dt]w’.

i€l ke,

En utilisant le lemme 1.1, on obtient donc

=3

iel

P
akh &

2 il i oy

(k,i)en KED; L

PY contient donc un sous-espace complémenté isomorphe a I'espace engendré,
dans [,(L"), par la suite (hi)ieices. D’aprés la proposition III.1, ce dernier
espace est isomorphe a I, (L") et ceci achéve la démonstration du théoréme.
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