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P R I M A R I T E  D E  L p (L), 1 < p, r < oo 

BY 

M. CAPON 

ABSTRACT 

In this article we show that if 1 < p, r < ~, the space LP(I,) is primary. If we let 
(hk) be the Haar system in L p and (e,) the usual base of l,, we give sufficient 
conditions on a subsequence of (hk Qe~)k~.,~ for it to generate a space 
isomorphic to L~(/,). We deduce the primarity of L~(I,). 

Introduction 

Rappe lons  qu 'un  espace de Banach X est primaire si pour  toute  project ion 

cont inue  P de X dans lui-m6me, l 'un des deux espaces PX ou ( I  - P )  (X)  est 

i somorphe  ~ X. 

Ce travail g6n6ralise un r6sultat de Gamlen  et Gaude t  [2] qui ont  montrd  

qu ' une  sous-suite de la base de H a a r  dans L p, 1 < p < ~, engendre  un espace 

i somorphe  ~ lp ou/~ L p. Nous  utilisons ensuite une technique analogue  h celle de 

Alspach,  Enflo et Odell  [1] pour  mon t r e r  que  LP(I,) est pr imaire  pour  1 < p < oo 

et l < r < o ¢ .  Dans  route la suite (hk)k~l d6signera la base de H a a r  de L p, 

c 'est-h-dire la suite d6finie par  

h i = l ,  

h2.+k = I ] I ( 2 k - - 2 ) / 2 " + t ( 2 k - - 1 ) / 2 n ~ l  [ - -  [II(2k-J)/z"+l,2k/e" I n = 0, 1 ,2 , . . . ,  k = 1,2,.  • .,2". 

La  base canonique  de /r sera not6e (e,),__-,. 

Si (x,),** est une suite basique dans un Banach X, alors x*~ d6signe la suite 

b ior thogonale ,  c 'est-h-dire les 616ments de [(x,)]* qui v6rifient 

x * . ( x , )  = ~.,. 

En utilisant le th6or~me de H a h n  Banach on peut  supposer  que x*, est un 

616ment de X*.  

Enfin si h est une fonct ion d$finie sur [0, 1], S(h)  d6signe le suppor t  de h, 

c 'est-h-dire S (h)  = {t/h (t) ¢ 0}. 
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I. Etude des sous suites de la base de LP(lr) 

Dans route cette partie p e t  r sont fix6s. La suite (hk @e~)k~l,i~l dans LP(L) 
engendre un espace dense dans LP(I,). 

Le symbole A ~ B signifie que le rapport des quantit6s A et B e s t  major6 et 

minor6 par des constantes qui ne d6pendent que de p e t  r. 

LEMME 1.0. La suite ( hk @ e, )k ~ l, ,-- i est une base inconditionnelle de L p ( L ). 

DEMONSTRATION. Nous d6montrerons d'abord que si (xk) est une suite dans L 

aiors la suite (hk @xk) est inconditionnelle dans LP(L). D'apr~s la remarque 

faite par Pisier en [3], il suffit de le montrer pour p = r. Posons alors x~ = E~ &~e~ 

II~k hk@xkl]~,~t, = f  ~ l ~ A k ' h k ( t )  l "dt 

= ~ f l ~ A k , h k ( t )  l 'dt  

= +- hk @ x, L'(S,~" 

Consid6rons maintenant la suite (hk @e~) dans L"(l,) et des scalaires ak~ 

presque tous nuls. Nous allons montrer que A = IIEk., o~k~hk @ e~ 11 ne d~pend que 

du carr6 des coefficients ak~; ceci montrera l'inconditionnalit6 

A P = hk ( t ) @ xk dt Oh Xk = ~ ak~e, . 
It i 

D'apr~s la remarque du d6but on a, siek ( . )  d6signe la suite de Rademacher 

~ Y f l f ~  hk(t)ek(U'@Xkll'i dudt. 

Fixons maintenant t et utilisons les in6galit6s de Kahane [4] 

p U' \p/" 

donc 

On utilise alors les in6galit6s de Khintchine et on obtient 
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z (z ''2 
donc 

f f C.Q.F.D. 

LEMME 1.1. Soit (d~) une suite de fonctions de L p telle que la suite (d~Q e,) 

soit basique inconditionnelle, alors 

~.,a~® ~,a~2(t)) ) at. el 
LP(|r) 

En particulier si deux suites d~ de d~ ~ vEri~ent les hypotheses et en outre 

Id~[ = Id'k'l, alors les suites (d~,~)e,) et (d~ 'Qe , )  sont dquivalentes. 

i 
= el IILP(I,), DaMO~SrRATION. Posons A I]~k.,ak,dk@ P 

a=fl~,d'~'t'®e, ll[at. 
D~signons par ek ( . )  la suite de Rademacher.  Comme la suite est incondition- 

nelle on a 

A ~ f f l ~ a k , e k ( U ) d ' k ( t ) @ e , l [ d t d u .  

Fixons t et int~grons par rapport h u; on peut en utilisant les in6galit6s de 

Kahane [4], 6crire 

S ( t ) =  ak,ek(u)d~(t)Qe, ~ ak,ek(u)d~(t)Qe, , 

On applique maintenant les in6galit6s de Khintchine et on obtient 

A-~ a2,d~2(t)) ) dt. C.O.F.D. 

COROLLAIRE 1.2. Si deux suites d ~ et d'k' sont dans L ~ et telles que 

(a) {d~,@ e,} et {d;,'@ e,} sont des suites inconditionnelles, 

(b) [d;,'(t)[ = Ak, ]d~,(t)[ saul sur un ensemble de mesure ek, et 
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l / p  i i "  t i  t i  e,, ([[d~lk-IId~ I1+ IId~ II,--II d~ I1)+ I1 - A~, 1 Ildklllldk'[I < 1 
i , k  

alors les suites basiques considdr~es sont ~quivalentes dans L"(L). 

On a 

DIEMONSTRATION. Supposons d'abord Ak~ = 1 et posons 

E,~ = {t /Idk(t)l = Id~'(t)l}. 

: i l / p  Ildk® e, - d~,II~,~ @ e, [[ < Ildk[IL'e,k. 

D'apr6s l'hypothSse (b) on a 

[Idk@ e , -  dkFI~,, @e,[[lld'.'@e*,JJ<l. 
i,k 

Les suites {di,@ e,} et {dklI~,~ Qe,}  sont done 6quivalentes. De mSme les suites 

{d;,'Qe,} et {d~,'II~,~ ®e,} sont 6quivalentes, done en appliquant le lemme 1.1 

aux suites {d ~, 7rE,~ @ e, } et {d ;,'II~,~ @ e, } on en d6duit le corollaire dans ce cas. Si 

Ak~# 1, posons z~, = Ak,d~,, alors z~," = (1/ak,)d~'. Les suites (z~,Q e,) et (d~ '~e , )  
sont 6quivalentes car 

u p  Z i E ~ ,  II ~l l~4z;l l --  E ~L;~lldkll/:lld;ll. 
k , i  k , i  

On peut donc appliquer la premiere partie de la d6monstration. D'autre part: 

ilz'~®e, - d~®e,  II-- I1 - x~, I Ild~,ll. Done 

~, [Iz;k@e, - dk@e,[[[Id~" @e*[[ < 1 
k , i  

d'apr~s (b). On peut conelure que les suites {z~Qe~} et {d~Qe~} sont 

~quivalentes, ce qui aeh~ve la dSmonstration. 

Nous allons maintenant &udier l'espace engendr6 par une sous-suite 

(hE Qe,)~_~l.~¢,. Etant donnSe une partie ¢~ de N nous poserons 

~ = {t E [0, 1]/hk (t) # 0 pour une infinit6 de k dans ¢,}. 

THEOR~ME 1.3. L'  espace engendrd par la suite (hk @e,),~,,k~¢, est isomorphe 
fi LP(L ) si l'une des deux hypotheses suivantes est rdalisd.e. 

(1) Il existe une partie infinie M de N telle que f") , ~  ~,  soit de mesure positive. 

(2) Pour route pattie infinie M de N, f"I~M c~ ces t  de mesure nulle. 

DEMONSTRATION. Nous allons d'abord nous placer dans l'hypothbse (1). 

Posons Z=[hk@e,],>=Lk~.,, d'apr6s la m6thode de d6composition de 

Pel'czynski ii suttit de montrer que Z contient un sous-espace compl6ment6 
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isomorphe LP(/,), on peut donc supposer M = N et choisir un compact K de 

mesure positive dans f"l,~NqS,. 

Nous allons 6noncer plusieurs lemmes qui donnent des conditions suffisantes 

pour qu'une suite de L'( l , )  engendre un sous-espace compl6ment6 isomorphe 

LP(L) et nous construirons une suite dans Z qui v6rifie ces conditions. 

L E M ~  1.4. Soit (dk)k~ une suite de fonctions de K dans {-1,1,0}.  On 
suppose qu'il existe deux constantes positives K1 et K2 telles que 

(a) d l = H K ,  /d=I--HK, K,<=Iz(K)<=K2. 
(b) Si pour n = 0 , 1 , 2 , ' . - ,  m = 1 ,2 , - ' - , 2  ~ on pose 

D..2m-~= S(d~+.) et D,~2,~ = S(d~.÷~) 

alors D,~2,~_, 0 D,~zm = D~-1.,~ et K, <-- 2"+'p. (D,~i) --< K2. 

Alors la suite {dk @e,} est dquivalente ?t {hk Qe,} et l'espace Uo qu'elle 
engendre est identique fi L P (K, M, L) off M est la tr-alg~bre engendrde par les D~j. 

En effet LP(K, M, l,) est engendr6 par les fonctions (d; <~ e,) et (d; Q e,). En 

utilisant l'hypoth~se (b) on voit facilement que l'op6rateur T de LP(L) dans Uo, 

d6fini par T(hk Q e , ) =  dk Qe ,  est un isomorphisme d'espace r6ticul6 de L'(Ir) 
sur Uo. L'espace Uo, contenu dans LP(K, M,/,), r6ticul6 et contenant toutes les 

fonctions (dk <~ e,) est donc identique h LP(K, M, l,). C.Q.F.D. 

REMARQUE. U* s'identifie h Lq(K, M, l,) et l'injection de U0* dans Lq(/~) est 

une isom6trie. 

Soit maintenant U~ l'espace engendr6 par [d~@e,]k-=2.~>_~. En utilisant 

l 'isomorphisme T on voit que U1 est isomorphe au sous-espace de LP(I,) form6 

des fonctions d'int6grales nulles. I1 est facile de d6montrer que ce dernier est 

isomorphe h L"  (/,). Si (d I) d6signe la suite biorthogonale de (d~), il est clair que 

la restriction h U1 de (d* ~) e *~),~ est la suite biorthogonale de (dk @ e,),__>~.k~2 et 

engendre donc U~'. On a donc une injection canonique de U* dans U* d6finie 

par 

][(d* ®e*)ju,] = d* ®e* .  

Soit ¢r la projection naturelle de U0 sur U1, qui est continue car la base de Uo est 

inconditionnelle. Comme pour tout fonction f de Uo, f -  v ( f )  est orthogonale 

(d*~e*)k~.2,>=~. On a 

(~*,p; f )  = (~, ~f)  = q,p, ~f)  = q,p, f).  
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Doric 

7T* ~ j. 

Ce qui m o n t r e  que  j est cont inue  car ¢r l 'est. 

Ces deux r e m a r q u e s  nous  m o n t r e n t  que si ~b = ~ , ~  Ek__-2 ctk, (d* (~) e*)  alors 

I1 ~, IIu: ~ II ~, flL~,s,. 

NOTATION. Nous  appe l l e rons  suite bloc (bk) une suite bloc de la base  de H a a r  

de la f o rme  suivante  

b ~ =  ~ hi, aveccrk f q c r t = O  et hsh,=O 
jEo "  k 

si i et j sont dans  o-k et i J j. 

Si on pose  h*  = bk/tz(S(bk)),  cela d6finit une suite de fonct ions  darts L q = 

(LP) * et la restr ict ion de ces fo rmes  lin6aires ~ l ' e space  engendr6  par  les (bk) est 

la suite b io r thogona le  ~ (bk). 

LEMME [.5. K~ et Kz dtant donnds, il existe des nombres ( ek )k~=2 positifs tels que 

si (bk)k~=2 est une suite bloc de la base de Haar qui vdrifie 

(a) Ia suite (dk )k~=~ d~finie par d~ = IIK et d2 = bk IIK pour k >- 2, v&ifie les 

hypotheses du lemme 1.4 avec les constantes K~ et K2; 

(b) bk (t) = dk (t) saul  sur un ensemble de mesure ek. 

Alors les suites ( d * ~ e *), ~L k ~2 et ( dk / ix ( Sd~ ) ~ e *), ~= ~. k ~2 sont dquivalentes dans 

L q(l,). 

DEMONSTRATIOn. Posons  ~'k = &/tz (S (dk) ) .  On sait que la suite (d*  ( ~ e * )  est 

incondi t ionnel le  clans U*,  donc  aussi dans  L'~(l,) car U*  se p longe  

i som6t r iquemen t  dans  Lq(l , ) .  Soit  a la cons tan te  d ' incondi t ionnal i t6 ,  dk est un 

~16ment de Lq(K,  M) donc  

avec 

O n  a 

Pour  k ~ l ,  on a 

~k = ~ ;tkzd *t 

~ d, (t)d~ (t) dt. 
Ak~ = tX ( Sdk ) 

Au = 1. 

1 )) [(d,  - b,, dk - bk)  + (b,, dk - bk)  + (bk, d, - b,}]. 
~ '  ~ ( s ( a k  

On voit  fac i lement  que  I Ak, I ------- 3 inf(ek, e,)//z (S(dk))  donc  
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<_ 3 ~ inf(ek, e~)[[d*~[I. 
- 

On peut choisir par r~currence des nombres e~ = 1 > e2 > " "  tels que 

II~k -- d*llL~ < [IdYll 
= 2~a 

Ce choix est possible et ne d6pend que de K~ et K2 car IId*ll et ~(S(d~))  sont 

6valu6s en fonction de K~ et K2. Si (x ~)k__-2 est une suite de ~ on pose 

q~ ~ * • = d ~ x k  et 0 = ~ ' . ~ ' k ~ ) x *  
k ~ 2  k ~ 2  

alors 

et par cons6quent 

On a donc 

IId:ll 

k ~ 2  

Ceci d6montre l '6quivalence des deux suites. C.Q.F.D. 

REMAROOE. Ce lemme exprime que les (dE) sont presque orthogonales. 

LEMME 1.6. Soient K1 et Kz fixes et (bk )k~_2 une suite comme au lemme 1.5. //  

existe des hombres positifs (ek.,),~l.k~z tels que si ( b k ),'-_Lk'_2 est une [amille de suites 

bloc de la base de Haar telles que I b~( t ) l  = I (t)l sau£ sur un ensemble de mesure 

ek. ,, alors l ' espace Z1 = [ b ~ @ e, ],-__ ~. k ~z est isomorphe h L P ( L ) et compl~ment~. 

D~MONSTRATIOr~. On va d 'abord montrer  que les suites (b ~, ~) e, ) et (dk ~) e,) 

sont 6quivalentes. On impose d 'abord e~ assez petit pour que 

1 
Ix (S (dk )) <= tz (S (b ~)) <-_- 2tz (Sdk ). 

On montre facilement que, si k = 2n+ m: 

b i° q 2 (n+l)/p < 2 "/p 
[1 kill =< ~ et [Id*ltLq=K~/p. 
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D i Comme Ildk II®-Ilb,ll® = 1, on peut appliquer le coroUaire 1.2 et si on a 

I/p i* E Y. ~,(llb~ Ik. +lle*lk~)< 1. 
i ~ l  k ~ 2  

alors les espaces Z~ et U, ont des bases 6quivalentes et sont donc isomorphes. La 

remarque qui suit le lemme 1.4 montre que Z~ est isomorphe h L~(l,). 
L'espace Z* est engendr6 par les restrictions h Z~ des formes lin6aires d6finies 

par (b~," @ e *),_--].k=-2. Nous allons montrer que l'injection canonique de Z* clans 

Lq(/,) est continue. La transpos6e de cette injection nous donnera une projec- 

tion continue de LP(I,) sur Z~. 

Pour cela, nous allons montrer que les suites (b~'@e*) et (d*@e*) sont 

equivalentes dans Lq(l,). On salt d6j~ d'apr~s le lemme 1.5 que (d* @ e*) est 

6quivalente h (~'k@e*), oO ~'k = dk/#(Sdk). Cette derni~re suite est donc 

basique inconditionnelle dans L ~ (/,). D'autre part b ~" = b ~/l~ (Sb ~,), donc la suite 

(b~'@e*) est une suite bloc de la base de L~(/,) e t e s t  donc aussi incondition- 

neele. On a Ib~'(t)l = A~, I~k(t)l sauf sur un ensemble de mesure ek., avec 

tz(S(d~)) 2e~, < 2  ~+l 
A~ = donc I1 - A~ < t~(S(b~)) I= /~(S(d~) )=  K, ek,. 

On peut choisir ek~ de faqon que 

E E 1/q[ b ~" ~ , .  ~lk-IIbLll+ll~;~lk-II~ll)+Y~ l1 Ak, l<l .  
k i k ,  i 

alors d'apr~s le corollaire 1.2, on a l'6quivalence des deux suites (b~'@e*) et 
(~'k Q e * )  dans Lq(/,). 

On en d6duit l'6quivalence de (bk" @ e*) et (d* @ e*). Soit 

,1 E E  '" = aklbk @ e *  
i~l k~2 

on a 

fl, fk.,,.) II n Ik.,,.,. 

Mais d'apr6s la premiere partie de la d6monstration les suites ( b ~ e i )  et 
(d~ ~ e i )  sont 6quivalentes donc 

II Ifz: II 
Enfin nous avons vu dans la remarque qui suit le lemme 1.4 que 
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On en d6duit alors 

II n IL.,, U n I1 ;. 
Ceci nous montre que l'injection de Z*  dans Lq (/,) est continue. C.Q.F.D. 

Nous fixons K2 = 2/.~(K) et K~ =/~(K)/2 .  Nous allons construire une suite 

(bk)k~ qui v6rifient les conditions du lemme 1.5 pour ces valeurs de Kt et K2. 

Pour  chaque i nous construirons alors une suite (b~,)k>2, bloc de (hj)j~.,, qui 

v~rifie les conditions du lemme 1.6. En appliquant ce lemme nous aurons donc 

montr6 qu'il existe dans Z~ un sous-espace compl6ment6 isomorphe A L~(L). 

Construction de (bk)k.2 et (b~k~2,,-=l 

PremiX.re drape: i = 1. Nous allons construire (b~,) et (b~). Pour chaque t dans 

K on peut construire une suite strictement croissante n t ( t ) <  n 2 ( t ) < . . .  < 

n~ (t) < . . .  telle que nj (t) = k si k est le j-i~me indice dans ~ tel que hk (t) # 0. 

Soit ~ = {n i (t)/t E K}. On voit facilement que ~s; tq ~ = O si i # j. On consid~re 

une sous-suite qs~ et ¢s; telle que {hk}k¢,, soit une famille maximale h support 

disjoint dans {hk}k~,;. Pour tout i0 dans ¢sl on d6finit de m6me ¢sz. ~, sous-suite de 

¢s;, telle que {hk}k~,~., ° soit une famille maximale ~ support disjoint dans 

{hk/k E ~s;, S(hk)C S(h~)}. On pose qs2 = 13,o~,,~s~,~. On d6finit ainsi des famil- 

Ies disjointes ~s., telles que pour  i ~ ~s., il existe j ~ ~k.-~ tel que S(h , )C S(h~). 
Posons K.  = IJm, S(h~), il est facile de voir que f'~K~ = K. Si on se donne une 

suite de nombres (&~0.~o positifs, on peut extraire une sous-suite l(n) telle que 

Posons alors 

I~(Kt(~)\K) < &~. 

b2 = X hi. 
iE*.o) 

Supposons d6finis les bk pour k _-< 2", on posera alors 

32"+(2m-1) = X hi, 
S(hk)CS(b2B-t*m) 

b2"+2,,, = X hi. 

I1 faut montrer  que la suite dt = II~ et dk = I I r  • b~ pour  k _>- 2 v6rifie les 

conditions du lemme 1.5. 

Un calcul tout ~ fait analogue ~ celui de Gamlen et Gaudet  [2], montre que les 

conditions de ce lemme sont r6alis~es avec/(2  = 2p  (K)  et KI = p (K)/2 pourvu 

que la suite (8~ 1),,0 soit bien choisie. 
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2~me ~tape: Construction de b'~. Si on impose  8,t < e~  Vk = 2" + 1, • • . ,2  "÷' 

alors on peu t  pose r  b ~, = b~. 

Fixons i > 1. On peu t  alors d6finir c o m m e  p r 6 c 6 d e m m e n t  une suite ( ~ . )  de 

sous-sui tes  de ~ ,  et si K .  = U i ~ ,  S(h~), on aura  de m 6 m e  i"1/(. = K. 

Donnons -nous ,  pou r  i fix6, une suite ~5,~ > 0. On  peu t  extra i re  une  suite l(n) 
telle que  tt (K,.~\K)< 8~. On posera  alors 

b~= E h,. 
j~xl'tt. 

S(hi)CS(~k ) 

Il est facile de voir  que l 'on obt ien t  ainsi une suite bloc de (hj)j~.,. Nous  allons 

m o n t r e r  que  si la suite l(n) est bien choisie, alors on a Ib~(t)l  = [dk (t)l sauf  sur  

un ensemble  de mesure  ek.~. C o m m e  S(b~)C S(bk), il est clair que Ib~,(t)l = 

I bk (t)l saul  sur  S(bk)\S(b~). 
Cons id6rons  une  s o m m e  finie /~k de la s o m m e  d6finissant bk, telle que  

S(/~k)C S(bk) et ~(S(bk)\S(~k))< ~,~ pour  k = 2" + m. Je  choisis alors l(n) 
assez grand  p o u r  que  I 'on ait la propr i6 t6  suivante:  si j E ~ ( , ~  et S(hj) rencon t re  

S ( ~ ) ,  alors S ( h j ) C  S(/~k) et ceci p o u r  tout  k = 2" + 1,2" + 2 , . - - , 2  "÷~. 

II est clair aiors que  K ¢q S(~k)C S(b~)C S(b~), donc  pou r  t ~ K on aura  

lb~(t)[dld~(t)[ seu lement  si t~S(b~)\S(bk), et p o u r  t f~K on aura  

I b~,(t)l~ld~ (t)l s eu lement  s i t  ~ S(b'~)\K. La r6union de ces deux ensembles  est 

de mesure  inf6rieure h 28,~. Il suffit donc  de choisir  2&~ < e,~i. 

L a  cons t ruc t ion  est donc  possible  et ceci ach~ve la d6mons t ra t ion  du th6or~me 

1.3 dans  l ' hypoth~se  (1). 

DI~MONSTRATION DU THEOREME 1.3 DANS L'HYPoTHI~,SE (2). Nous  ga rdons  les 

m 6 m e s  no ta t ions  et supposons  ma in t enan t  que  p o u r  tou te  par t ie  infinie M de N 

o n  a 

I'1 ~ c  = O p.s. 
iEM 

D o n c  pou r  tout  ent ier  k, U ~ k  ~ = [0, 1] p.s. On  peu t  const rui re  une suite (P . )  
/'~+1 

d 'en t ie r s  telle que  si B .  = U ~ - P . . l ~ .  a lo rs /x  (B . )  > 1 - 1/4". Fixons n e t  posons  

B,, = ~ / U p . < i < ~ j ,  i = P.  + 1 , . . . ,  P.+I. Les  B,, sont  deux-h-deux disjoints  et 
U P  +1 ~2p.÷iB~ = B.. On peu t  donc  t rouPer  des compac t s  C,~, C B,~ tels que  

P~*z 
C. = U i - r . + l  C,~i soit  de mesu re  > 1 - 1/4". P o u r  n fix6, la famil le  des compac t s  

C,~i est finie et disjointe,  donc  leur  d is tance  respect ive  est minor~e  pa r  un 

n o m b r e  e .  > 0. Posons  alors p o u r  P .  < i =< P.+~: 

t~ = {k E ¢P~/S (hk) recon t re  C,, e t / z  (S (h~)) < e./2}. 
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I1 est clair que ~ D C,,, et de plus si k G ~ ,  1 ~ ~;  alors 

S(hk ) N S(ht)= (~. 

Pn÷l t Posons alors xtt. = U~=e.+~q~. Nous allons montrer  que Z contient un sous- 

espace compl6ment6 isomorphe ~ l 'espace Y = [hE @e.].~a.k~...  Comme ~ .  

contient C. et que p . ( l " ) . C . ) > 0  on sait que Y est isomorpbe ~ LP(I,). Le 
th6or6me sera donc d6montr6. Consid6rons Z0 = [hE ~)e,]~N.k~.; = [E.].~N, off 

E .  = [hE ~)e~]v.<~P.÷..k~.',. Or  il est facile de voir que si [.  est dans E .  on a 

D'autre part, on a 

][f,(t)Jl,=l(f,(t);(,.)] o• ~', = e* +1+ . . . +  e,.÷,. 

Zo est done isom6trique ?~ l 'espace engendr6 par les fonctions de la forme 

(f .( t) ,  ~' ,)@e., o~ L ~ E.. Mais pour n fix& 

[(f-(-) ,  ~'-)/L E E. ]  = [hk/k E * , ] .  

Done Zo est isom&rique ~ Y. On sait que Zo est compl6ment6 dans LP(I,) car 

c'est un espace engendr6 par une sous-suite de la base. 

Ceci ach~ve la d6monstration du th6or6me 1.3. 

II. Primarit6 de LP(L) 

Nous allons utiliser une m6thode semblable celle de [1] pour  d6montrer  que 

L p est primaire. 

PROPOSITION II.1. Les espaces L e( l,) et L P(( ~ 12)~.) sont isomorphes. 

DIgMONSTRATION. Le premier est isom6trique/t un sous-espace compl6ment6 

du second, il nous suffit de montrer  que le second est isomorphe ~ un sous-espace 

compl6ment6 de LP([0, 1] 2, l.). Soit F E  LP((f~)h)t.), F = (F . ) .~ .  F. ( t )E  12 et 

F.(t)  = (f~")(t))k~. On a 

[IFI[ p = f IIF(t)]~'dt, 

ll ll f 
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Consid6rons l 'op6rateur T : L p ((@ 12)1,) --+ L p ([0, 112, l,) d6fi ni par 

(TF)(t, u) = (g.(t, u)).~ 
avec 

g.(t, u)= ~ [(k~)(t)e,(u), 
k 

ek ( . )  d6signe la k-i~me fonction de Rademacher.  On a 

IITFI1 p= f f IITF(t,u)ll~,dtdu. 
Posons 

alors 

~ t  ~k (t) = ( fk ( ) ) .~ ,  

TF(t, u)= ~ ~k(t)ek(U). 
k 

D'apr~s les in6galit6s de Kahane on a 

On en tire 

En utilisant maintenant les in6galit6s de Khintchine on a 

-- f (N (N r:'(')9") 
T est donc un isomorphisme sur son image qui est l 'espace Z engendr6 par les 

fonctions de la forme ~0, ( t ) ®  e, (u) o~ ~,, est ~t valeurs dans 1, et ek la k-i~me 

fonction de Rademacher.  II reste ~ montrer  que cet espace est compl6ment6 

clans L"([0,112,/,). On d6finit un op&ateur  de L~([0,112, i,) clans Z en posant 

(Qf)(t, u ) =  ~ (f(t, .), ek(.)}e,(u) 
k 

o3 

(f( t , . ) ,  ek ( . ) )  -- f f~ (,, s),~ ( s , s  

Ii faut montrer  que O est une projection born6e sur Z. II est facile de voir que 

Ojz = idlz car si 
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/(t, u) = ,:~o(t )~o(U ), 

(f(t, . ), ek (")) = 8k. ko~Oko(t). 
D ' a u t r e  par t  

Of(t,u)= ~, ~ok(t)ek(u) 
k 

off 

~Ok (t)  = (~ ~(t)),>=,, 

~o 7,(0 = (f"(t,. ), ek (")). 

D'apr~s le calcul fait dans la premiere partie de la d6monstration, on a 

llo:ll'- f 
D~signons par P la projection orthogonale sur la suite de Rademacher. Pour 

tout  t fix6 on a 

O r  on sait que 

II Pf°(t,.  )11:---II Pf°(t,.  )11~, =</c lifo(t,. )1[-, 

puisque cet te  projec t ion  est born~e  dans  L ' ,  si r > 1. On  a done  

<=K' dt II[(t,u)ll,'du]. 

Supposons  p _-> r alors II I1~" --< II II,-, done 

II Ofll" <-- K' / at f II/(t, u)pl~, du = g'll/ll" 

Pour tout  p _-> r nous  avons  mont r6  que Z est compl~ment~  dans  LP([0, 1] 2,/,) et 

pa r  cons6quent  la p ropos i t ion  est vra ie  p o u r  p => r > 1. En  passant  aux duaux,  on 

voit  qu 'e l le  est vra ie  p o u r  1 < p =< r. 
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PROPOSITION 11.2. La base naturelle (hk Q e j )  de LP((~)I2),,) est une base 

inconditionnelle. 

LEMME 11.3. Soit xk E ( @ I2)~, telle que X~hk Q xk converge, alors cette sdrie 

converge inconditionnellement. 

DI~MONSTRATION. D'aprbs la remarque faite par Pisier [3], il suftit de le 

d6montrer  lorsque p = r. Posons 

ofl (ei)j_>l est la base de 12. 

On a 

II~ h~(t'x~[I,~,~,.= ~, (~, (~ A"khk(t))2) ~a" 
Soit 

On utilise les in6galit6s de Khintchine: 

of a 

dt. 

J 

Mais la base de Haar  est inconditionnelle et par cons6quent 

f flx I 
I1" A ~'~ +--hE@XE • 

P 

dtdu, 

C.Q.F.D. 

Dt~MONSTRATION DE LA PROPOSITION. Nous allons donner  une expression 

6quivalente de la norme A qui montrera qu'elle ne d6pend que du carr6 de A~jk 
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D'apr6s le lemme II.3 on a 

Fixons maintenant t, si on applique les in6galit6s de Kahane on a 

On utilise fi nouveau les in6galit6s de Khintchine 

I1 est alors facile de v6rifier que 

E "p ~- ;l okh k(t) , 

donc 

AP-~ f [~(~ j ,  kA2kh](t))"2]P/'dt. C.O.F.D. 

Nous pouvons maintenant d6montrer  le th6or6me principal. 

TH~,OP&ME II.4. L'espace LP(Ir) est primaire sip et r E ]1, + ~[. 

DI~MONSTRATION. D'apr6s la proposition II.1 il suftit de montrer  que si P 

est une projection de LP((~I2)~,) = Y, alors l'un des deux espaces P Y  ou 

( I -  P ) ( Y )  contient un sous-espace compi6ment6 isomorphe ~ LP(I,). 
Nous consid6rons la base naturelle de Y 

h'~'=h,@e~ o/l e~= (0,0, • •., e,,0, • • -), 

le vecteur ei &ant 6crit ~t la i-i~me place. 

(h~')* d6signe la suite biorthogonale et P une projection de Y. Posons 

~, {k /[(h O" Phi') 1 > 1  ]} = k , = ~ pour  une infinit6 d'indices , 

• , = {k/'h~,[~ "'" (I-P)h~')[=~pouruneinfinit6d'indicesi}.>l 

t~, t3 ~t~ = [0, 1] pour  tout i. Deux cas peuvent alors se produire: 
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- -  ou bien l 'une des deux suites ( ~ )  ou ( ~ )  v6rifient l 'hypoth~se (1) du 

th6or~me 1.2; 
- -  ou bien ni l'une, ni l 'autre ne la v6rifie, mais alors (~,)  v6rifie l 'hypoth~se 

(2) car ~bCc ~, .  

Supposons donc que (~i)  v6rifie l 'une des hypoth/~ses du th6or~me 1.3. Soit 

1) = {k, i / i  ~ N, k ~ ~ } ;  cet ensemble est en bijection avec N. Comme d'autre 
part pour tout i e t  k fix6s, h ~'~k tend vers 0 faiblement, on peut construire des 

indices (j(k, i))(k.,>~a deux-h-deux distincts et tels que 

1 (1 ° ) I(h~'°"'r;Ph~'<~"')l>= ~ V(k, i) ~ l~. 

(2 °) I1 existe des blocs yk.~ de la base tels que 

[iph ~,,k.,,_ Y~,I[ < 2k+~+a , 

o6 8 est un nombre fix6. 
On peut alors appliquer le lemme 1 de [1] si 8 a 6t6 choisi assez petit et on en 

conclut: 
(1 °) La suite {Ph ~i<k"~}(k.O~n est 6quivalente ~ {h ~J<k"~}(k.,)Ea. 

(2 °) L'espace qu'elle engendre est compl6ment6 dans LP(((~/z)~,). 

I! nous suffit donc de montrer que l 'espace engendr6 par la suite {h ~J<k"~}<k.O~n est 

isomorphe ~ Lg(/,). Soit 

A ~ ~kihk i ~ e j(k,i), 
(k,i)EN 

oil B,, = { k / j ( k , i ) =  n}. 
Par construction B~ a au plus un 616ment et on a donc 

kEB~ k~B~. i 

r/2 
• ~ 2  2 

L¢ lemme I.I nous montre que la'suite est ~quivalente ~ la suite {hk ~ e~}i~..k~®, 
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dans LP(I,). Comme (~,) v6rifie les hypotheses du th6or~me 1.3, l'espace 

engendr6 est bien isomorphe ~ LP(I,). Ceci ach~ve la d6monstration. 

III. Primarit~ de lp (L ' )  pour p -> 1 et r > 1 

Dans ce paragraphe nous d~montrerons que les espaces lp (L ' )  sont primaires 

pour 1 < p  < + o0 et r > 1, et aussi l'espace co(L'). Si (hk) est la base de Haar de 

L' ,  alors la suite h ~, = (0, 0 , . . . ,  0, hk, 0 , . .  • ), o5 hk est ~crit ~ la i-~me place, est 

une base inconditionnelle de Y = /p (L ' ) .  Cela r~sulte imm~diatement du fait 

que la suite (h~) est une base inconditionnelle de L" et de la d~finition de la 

norme de Y. 

Nous allons d'abord ~tudier l'espace engendr~ par une sous-suite de la base, 

(h ~,)i~N.k~,,- NOUS gardons les m~mes notations qu'aux paragraphes pr6c~dents. 

PROPOSITION III.1. S' i l  existe e > 0, et une pattie infinie I de N telle que 
I~ (~Pi ) >--- e pour tout i dans I, alors l' espace engendrd par la sous-suite (h ~,),~N.k~¢, 

est isomorphe fi l~ (L ' ) .  

DEMONSTRATION. Si on d6signe par Z cet espace, il est compl6ment6 dans Y 

et en utilisant la m6thode de d6composition de Pe,l'czynski, il suffit de montrer 

que Z contient un sous-espace compl6ment6 isomorphe h lp (L') .  On peut doric 

supposer que I = N. 

Si on regarde la d6monstration de [2] on voit que pour chaque i il existe un 

isomorphisme entre L" et l'espace engendr6 par la suite (hk)k~¢, et en outre on 

peut construire un isomorphisme T~ tel que II T, II II T? 1 II ne d6pend que de/~ (~,). 
Supposons donc construit une telle famille d'isomorphismes avec 

II T. '  II --< 'P (e) et II T, II = 1 .  

On d6finit alors un op6rateur de lp (L ' )  sur Z en posant 

Tf  = (Tff~),~N s i f  = ~),~N, 

II Tfll ~ = ~ II T,~ I1[,~ ~, II T, II" Ill, I1['~ ~ Ill, I1~" = Ilfll ~, 

lt T f  ]t <- [l f tl . 

On d~montre de m~me que 

1 
II TY[I ~ ~ Ilf[[. 
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I1 est facile de voir que I'image de T e s t  Z tout entier, donc Z est isomorphe 

lp(L ' ) .  

Tr~OR~ME III.2. Les  espaces co(L ' )  et lp (L  ") sont primaires, pour 1 < r < + oo 
et l_-<p <oo. 

D~MONSTRATION. Comme L '  est isomorphe ~ L'(/2) pour r > 1, on a un 

isomorphisme entre Ip (L r) et lp (L'(/2)). Je fais la d6monstration dans ie cas de lp. 

Elle serait analogue pour co(L') .  Soit Y = lp(L'(12)) et P une projection de Y 

dans lui-m6me. Il suffit de montrer que P Y  o6 ( I - P ) ( Y )  contient un 

sous-espace compl6ment6 isomorphe ~ lp (L ' ) .  Soit (h ~,.j) la base naturelle de Y 

h~,., = (0, . .  ",0, hk Q e , , 0 , . . . ) ,  

o/l hE t~)ej est 6crit h la i-~me place. 

Pour tout i posons 

i* , > 1 de ]} • ~ = {k  EN/ l (hk . j ,  Phk.j) = ~  pouruneinfini t6 

• , = k E N/I  (h ~j, (I  - P )h  k,j) l >= ~ pour une infinit6 de/' . 

Pour chaque i, on a q~, U ~ = N. On en d6duit facilement que ~ U t~  = [0, 1] et 

par cons6quent on peut supposer qu'il existe une partie infinie I de N telle que 

~(~)_->½ pour tout i dans I. Sur l 'ensemble d'indices 1~ = {(k, i)/i  ~_ I, k ~ ~ , }  

on peut mettre un ordre, et en utilisant le fait limit÷® h ~.j = 0 on peut construire 

par r6currence des indices (j(k, i))(k.o~,, deux-~-deux distincts tels que 
i ° . i ½.  (1) I{h k.j(k.O, Ph k.~(k.o) l -> 

(2) I1 existe une suite bloc (~k.~) telle que 

llPh 11 < 8/2  

Si 8 est assez petit on peut appliquer le lemme 1 de Alspach, Enflo et Odell [1]; 

on en d6duit que P Y  contient un sous-espaee compl6ment6 isomorphe h l'espace 

engendr6 par la suite (h~,.itk.o)(~.o~n. Or 

II II II k4(k,O = Otki ( ~  ei(k,i) 
( k  " Lr (12 )  

oia B~, = { k / j ( k , i ) =  n}. 
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Par construction B~,. contient au plus un indice, donc l'expression A ci-dessus 
s'6crit encore 

I f  i \ r/2 ] plr 
= ~ ( ~ a~,h~(t)} dtJ . 

i~l \kE~P i I 

En utilisant le lemme 1.1, on obtient donc 

akjh k,i<k,i) -- akh 
( k , i  ) E l l  i L "  " 

P Y  contient donc un sous-espace compl6ment6 isomorphe ~ I'espace engendr6, 

dans lp(L'), par la suite (h~,),~l.k~,,. D'apr6s la proposition III.1, ce dernier 
espace est isomorphe ~ lp (L') et ceci ach6ve la d6monstration du th6or~me. 
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